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Аннотация. Описаны параллельный алгоритм нахождения обратной матрицы
с помощью присоединенной матрицы и определителя, его программная реали-
зация и приведены результаты экспериментов, проведенных на кластере МВС-
10П. Параллельный алгоритм основан на использовании Китайской теоремы об
остатках и последовательном алгоритме, программно реализованном в систе-
ме компьютерной алгебры MathPartner. Граф описываемого алгоритма имеет
двухуровневую структуру, достигнуто равномерное распределение данных меж-
ду процессорами.
Ключевые слова: параллельный алгоритм; присоединенная матрица; определи-
тель; система MathPartner; КТО; неравенство Адамара; метод Ньютона

1. Описание параллельного алгоритма

Пусть дана целочисленная квадратная матрица A порядка n . Матрицу A∗ , транс-
понированную к матрице (Aij) алгебраических дополнений, называют присоединенной.
Если матрица A – невырожденная, то есть ее определитель не равен 0, то обратная к
ней имеет вид: A−1 = 1

detA
A∗ , где detA – определитель матрицы A .

Таким образом, чтобы для квадратной матрицы порядка n найти обратную мат-
рицу, надо вычислить один определитель порядка n и составить присоединенную мат-
рицу, то есть вычислить n2 определителей порядка n − 1 . Последовательный метод
присоединенной матрицы имеет сложность n5a2 , где a = logm , m – наибольший по
абсолютной величине коэффициент в матрице, модулярно же он имеет сложность n4a2 .
Для нахождения матрицы A−1 предлагается параллельный алгоритм, использующий
китайскую теорему об остатках. Она позволяет найти обратную матрицу в простых
полях, а затем получить ответ в рациональных числах. При этом, сложность вычис-
лений в n раз уменьшается и становятся доступны параллельные потоки вычислений:
в каждом простом поле вычисления происходят независимо. Общее количество ариф-
метических машинных операций в таком алгоритме будет ∼ (mn1+log2 7 + n2m2) . Если
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число процессоров порядка n(m/M) , где M – разрядность машинного слова, то общее
время вычислений на кластере будет оцениваться величиной ∼ nlog2 7 .

Теорема 1.1. (Китайская теорема об остатках). Пусть числа m1,m2...mk – по-
парно взаимно простые, b1, b2, ..., bk – целые числа и M = m1∗m2∗...mk . Тогда система

x ≡ b1(mod m1),

x ≡ b2(mod m2),

......................,

x ≡ bk(mod mk).

(1.1)

имеет единственное решение по модулю M , и это решение может быть представ-
лено в виде:
x = x1(mod M) , при x1 = M

m1
b1y1 +

M
m2

b2y2 + ... + M
mk

bkyk и yi обозначающим число,
обратное числу M

mi
относительно умножения по модулю mi :

M
mi
yi ≡ (mod mi) .

Для выяснения достаточного числа модулей необходимо знать, какое наибольшее
число может появиться в результате. Обозначим евклидову норму вектора, образован-
ного строкой i матрицы A через ai :

||ai|| =
i=n∑
i=0

√
a2i,j. (1.2)

Так как присоединенная матрица образована минорами исходной матрицы, то до-
статочно знать оценку для определителя матрицы. Для этого используется неравенство
Адамара (Hadamard), оно дает достижимую верхнюю оценку для определителя

|det(A)| 6
n∏

i=1

||ai||.

Так как может быть произвольный знак у определителя, то будем вычислять удво-
енное выражение, стоящее справа. Учитывая, что некоторые строки могут оказаться
нулевыми, мы будем вычислять такое выражение:

Had2 = 2
n∏

i=1

vi, где vi =

{
1 если ||ai|| = 0

||ai|| если ||ai|| > 0
. (1.3)

Пусть дан набор всех простых чисел p1 < p2 < · · · < pk−1 < pk , размер которых
не превышает 32 бит. Выбираются простые числа, начиная с конца, до тех пор пока их
произведение не станет удовлетворять неравенству (1.4).

k∏
i=q

pi ≥ Had2. (1.4)
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Если количество ядер, выделенных на задачу, будет превышать количество получен-
ных простых модулей, то список пополняется модулями до тех пор, пока их количество
не станет кратным числу процессоров.

В итоге получится следующий набор простых чисел: pk, pk+1, . . . , pm−1, pm .
Для восстановления элементов строк присоединенной матрицы и определителя, по-

лученных в конечных полях, используется метод Ньютона.

Метод Ньютона. Пусть nij - это элемент, обратный к mi по модулю mj . Следо-
вательно, nij ∗mi = 1 mod mj .
Пусть c1 = b1 ; c1 = c1 mod m2 ;
c2 = c1 + (b2 − c1) ∗m1 ∗ n1,2 ; c2 = c2 mod m3 ;
c3 = c2 + (b3 − c2)m1 ∗m2 ∗ n1,3 ∗ n2,3 ; c3 = c3 mod m4 ;
.....................................................................................
cn = cn−1 + (bn − cn−1)m1 ∗m2 ∗ ... ∗mn ∗ n1,n ∗ n2,n ∗ .... ∗ nn−1,n

Тогда искомое число x = cn mod M , где M = m1 ∗m2 ∗ ...mn – произведение всех
простых модулей.

Параллелизм обеспечивается простым двухуровневым деревом алгоритма «корень –
листья» и равномерным распределением простых модулей по листовым процессорам.
Для восстановления присоединенной матрицы производится обмен строк модулярных
матриц между всеми процессорами. Нулевой процессор собирает определители, полу-
ченные в конечных полях. Затем каждый процессор восстанавливает несколько строк
присоединеной матрицы, помимо этого нулевой процессор восстанавливает определи-
тель. После завершения процесса восстановления, все процессоры пересылают восста-
новленные строки нулевому для сборки искомой присоединенной матрицы. Выполня-
ется деление присоединенной матрицы на определитель и в результате получается об-
ратная матрица к исходной матрице A .

Таким образом в алгоритме используется три вида пересылок данных между про-
цессорами:

1. Рассылка исходной матрицы с нулевого всем процессорам.
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2. Рассылка строк матриц, которые получены в конечных полях, между всеми про-
цессорами для последующего восстановления.

3. Рассылка определителей и восстановленных строк присоединенной матрицы, по-
лученных в конечных полях, от каждого процессора нулевому.

2. Результаты экспериментов

На основе разработанного алгоритма был написан программный код на языке java в
системе комепьютерной алгебры MathPartner. Все эксперименты проводились на кла-
стере МВС-10П, который располагается в МСЦ РАН.

Данный кластер имеет 207 вычислительных узлов. Каждый из узлов имеет по 2
процессора, оснащенных 8 ядрами каждый. Общее количество оперативной памяти на
одном узле равно 64 гигабайтам.

В таблице указано время вычисления присоединенной матрицы и определителя, p

(по горизонтали) – число ядер, n (по вертикали) – размер матрицы, S – программ-
ная реализация последовательного алгоритма вычисления присоединенной матрицы и
определителя, реализованная в MathPartner, время измеряется в секундах. Исходные
матрицы имели 100% плотность и 8-битные коэффициенты.
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Таблица 1: Результаты тестирования программной реализации алгоритма

n/p S 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
8 0.1 0.2 0.1

16 0.1 0.3 0.2 0.1

32 0.2 0.4 0.3 0.3 0.1

64 1 0.9 0.8 0.7 0.5 0.2

128 20 4.5 4 2.3 2 1.3 1

256 557 50 28 16 10 7 6 3.7

512 4∗103 768 415 213 110 59 36 24 17

1024 104 4∗103 3∗103 1.5 ∗
103

103 868 445 275 189 137

Исходя из результатов, представленных в таблице, можно сделать вывод, что для
матриц порядка, не превышающего 32, время выполнения параллельного алгоритма
вычисления обратной матрицы больше, чем время выполнения последовательного ал-
горитма, программно реализованного в системе компьютерной алгебры MathParnter.
Для матриц порядка от 32 до 64 включительно, время выполнения примерно одинаково.
Для матриц порядка выше 64, параллельный алгоритм работает значительно быстрее
последовательного.

График 1. Зависимость времени выполнения параллельного алгоритма от количе-
ства ядер для плотной матрицы, размер которой равен 512x512.

Данный график демонстрирует, что с увеличением числа процессоров при работе с
матрицей одного и того же порядка, время выполнения программы значительно сни-
жается.

Для сравнения использовалось время выполнения параллельного алгоритма на 4
ядрах. p (по горизонтали) – число ядер, n (по вертикали) – размер матрицы, оценка
масштабируемости измеряется в процентах. Исходные матрицы имели 100% плотность
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и 8-битные коэффициенты.
Из данной таблицы следует, что параллельный алгоритм наиболее эффективен для

матриц порядка 128 и выше. Для матрицы с небольшими размерами эффективность
снижается, с увеличением числа процессоров.

Таблица 2: Масштабируемость параллельного алгоритма

n/p 8 16 32 64 128 256 512 1024
8 100

16 75 50

32 67 33 50

64 56 32 23 28

128 56 49 28 22 14

256 89 78 62 45 26 21

512 92 90 87 81 67 50 35

1024 67 67 50 29 28 23 16 11

График 2. Рост времени вычисления присоединенной матрицы и определителя с
увеличением порядка матрицы.

Первый кривая представляет собой программную реализацию последовательного
алгоритма, реализованного в проекте MathParner, второй кривая отвечает за парал-
лельную реализацию, запущенную на 4 процессорах. Как видно из графика, рост вре-
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мени выполнения последовательного алгоритма и паралльного аглгоритмов для матриц
небольшого порядка практически идентичен. Но при порядке 100 и выше, время вы-
полнения последовательного растет значительно быстрее, чем у параллельного. Если
рассмотреть эксперименты в целом, то можно сделать вывод, что параллельный алго-
ритм вычисления присоединенной матрицы и определителя в конечных полях, а затем
их восстановления, в несколько раз эффективнее, нежели, чем прямой последователь-
ный алгоритм.
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Abstract. We focuses on results of experiments of the parallel algorithm for finding
the inverse matrix through the adjoint matrix and determinant. A parallel algorithm
based on the use of the Chinese remainder theorem and sequential algorithms
implemented in the computer algebra system MathPartner. Graph of algorithm has
a two-tier structure, achieved a uniform distribution between processors.
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